Exercices — Réflexion et transmission a une interface
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Exercice 1 : Réflexion en bout de cable coaxial #2) l(j_ %4)
Expression des conditions aux limites dans le cas du céble o
Analogies avec la corde et les ondes sonores Ldz - — Vizrdat)
Justification des éléments admis en TP Viz.t) — % N
Rappel des équations de couplage d>
v _ o Figure 2 : Modgéle bifilaire d’une portion de cable
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Impédance caractéristique du cable

1. En réinjectant une OPPH se propageant vers la droite dans les équations de couplage, établir I’expression de

dor U

I’impédance caractéristique du cable Z, & N

2. Montrer que I’impédance change de signé pour une OPPH progressant vers la gauche
3. Vérifier I’homogénéité de 1I’expression de 1I’impédance

Coefficient de réflexion en bout de cable

On étudie un cable branché a un GBF en z = —L. On étudie la réflexion de 1’ondes a son extrémité droite en z = 0.
4. Donner I’écriture mathématique de I’OPH incidente u;(z, t) de pulsation w, puis 1’écrire en complexe

5. Faire de méme pour I’OPH réfléchie u,.(z, t), supposée de méme pulsation

6. Donner I’expression complexe de 1’onde totale u(z,t) en un point z de la ligne

7. Faire de méme pour I’onde totale i(z, t) en utilisant Z

On branche une résistance R = 0 au bout du céble en z = 0.
8. Exprimer la condition a la limite z = 0
9. En déduire que :
.. , . . u,(0,t)
= e coefficient de réflexion en bout de ligne r & ﬁ vaut —1
_i )

* T’onde u(z,t) est une onde stationnaire
10. Montrer que 1’onde en courant i(z, t) est aussi stationnaire, en quadrature spatiale avec 1I’onde en tension
11. Calculer la puissance moyenne regue a ’entrée de la tranche [z, z + dz]. Interpréter physiquement.
12. Quelle serait la situation analogue dans le cas de la corde vibrante ? et pour les ondes sonores dans les fluides ?

On branche une résistance R — +oo au bout du cable en z = 0.

12. Exprimer la condition a la limite z = 0
. . . . . . ur(0,t)
13. En déduire que le coefficient de réflexion en bout de ligne r & ﬁ vaut +1
_L )
On pourrait montrer de méme que les ondes en tension et en courant sont encore stationnaires, et en quadrature de
phase I'une avec I’autre. La puissance recue en entrée d’une tranche est toujours nulle, Vz

14. Quelle serait la situation analogue dans le cas de la corde vibrante ? et pour les ondes sonores dans les fluides ?

On branche une résistance R quelconque au bout du céble en z = 0.

15. Exprimer la condition a la limite z = 0

16. En déduire que le coefficient de réflexion en bout de ligne r & st vaut 2=%¢
= w(ot) R+Z¢

17. En déduire qu’il y a adaptation d’impédance pour R = Z : il n’y a pas d’onde réfléchie. Ainsi toute la puissance

électrique émise par le GBF est transmise a la résistance R.




Exercice 2 : Réflexion sur une membrane
Interface matérielle entre deux fluides, la membrane modifie la condition a la limite sur la surpression

Une membrane, de masse surfacique o, est infiniment mince, elle est située en x = 0. Elle peut coulisser sans
frottement dans le tuyau horizontal et sépare deux fluides parfaits. On note pi et ci la masse volumique et la célérité
des ondes acoustiques dans chacun des deux demi tuyaux (i = 1 ou 2). Une onde incidente plane progressive
harmonique de pulsation @ arrive sur la membrane, elle est décrite par la surpression acoustique
'(mt—klx)

p.(xt) = p.e’ . Le tuyau est supposé illimité.

p(x,t)

ouu

u(x,t) -

Zi est I'impédance acoustique d’une OPP dans le sens des x croissants dans le milieu i, définie par Z =

est la vitesse du fluide.

p1, C1 02, C2

v

\ membrane

1. En utilisant la définition des coefficients de réflexion r et de transmission t concernant les amplitudes de pression de
l'onde réfléchie et de I’onde transmise, écrire les ondes réfléchies et transmise en surpression.

2. Justifier que la vitesse de ’onde en x = 0 est continue. En utilisant la notion d’impédance, en déduire une relation
entrer ett.

3.1. Donner la relation entre la vitesse de la paroi et la vitesse de 1’onde totale dans le milieu 1.

3.2. En supposant trés faible le déplacement de la membrane autour de sa position d’équilibre (cela revient a négliger
ce déplacement vis-a-vis de la longueur d’onde), appliquer le principe fondamental de la dynamique a la membrane et
en déduire une autre relation.

L 222 Zz—Z]_-I-jGCO
4. Endeéduireque t=—-—————etque ' ==~~———

T Z,+Z,+ jow 21+ 2o+ jow

5. Les milieux de part et d’autre de la membrane sont identiques, donner les coefficients de transmission et de
réflexion dans ce cas. Examiner les cas limites d’une masse surfacique trés faible, et d’une masse surfacique trés
grande. Interprétation.



Exercice 3 : Effet Doppler (adapté E3A PSI Modélisation 2016)

Démonstration de I'effet Doppler avec le formalisme des ondes

Le sujet complet traite d’'un robot qui doit pouvoir se déplacer de maniére autonome dans une

maison. Il émet ondes ultrasonores pour repérer d’éventuels obstacles.

On étudie, dans cette partie, la réflexion d’'une onde ultrasonore sur un obstacle (ou paroi) assimilé

a une interface plane, imperméable, perpendiculaire a la direction de propagation.

L’obstacle se déplace en direction de I'émetteur a vitesse constante V=-— ey-
On place l'origine du repére a la position initiale de I'obstacle, la position de ce dernier est donc :

xp(t) = =Vt

On admet, dans cette partie, qu’il n’y a pas d’onde transmise.
On néglige I'effet de I'écoulement de I'air engendré par le déplacement de la paroi, c’est-a-dire que

I'on considére que les ondes incidentes et réfléchies se propagent comme si l'air était au repos.

onde incidente
/\/\/\/\/—b obstacle mobile

onde réfléchie

Figure 7 — Réflexion sur une interface plane mobile

On considére le cas d’ondes planes progressives, harmoniques se propageant suivant I'axe (0, e)

a la célérité c.

On adopte la notation complexe pour les surpressions instantanées et pour les vitesses

instantanées.

On a donc pour I'onde incidente :
o pi(x,t) = pioexplj(wot — k;ix)]
o Ui(x, t) = vi(x, ey = vypexplj(wot — kix)]ey ;

pour I'onde réfléchie :

hd &(X, t) = prOexp[j(wrt + er)]
b E(x: t) = &(x: t)ac) = vroexp[i(wrt + er)]e_x)-

Sachant que les vitesses instantanées incidentes 7;(x, t) et réfléchies v, (x,t) vérifient 'équation
, . . . 9% 19w =, . . . o

de d’Alembert a une dimension oz gz = 0, déterminer la relation reliant w, et k; ainsi que

celle reliant w,- et k..

L’interface est supposée infiniment rigide (pas de transmission d’onde). En déduire la valeur du
champ des vitesses du fluide au niveau de l'interface.

En remarquant que cette relation est vérifiée vt, expliquer pourquoi cela nécessite que les fonctions
exponentielles de I'équation soient égales. En déduire la relation entre wq,w;, k;, k, et V.

En déduire que la pulsation w, de I'onde regue par le récepteur a ultrasons, aprés réflexion de
I'onde sonore émise a la pulsation w, sur un obstacle mobile a la vitesse V est :

L
(L)r:(l)o vV
1——

C

Dans le cas ou l'obstacle mobile est un chien voulant jouer avec le robot et se déplacant a une
: o . 14
vitesse de V = 3,6km. h™! vers ce dernier, justifier la relation : w, =~ w, (1 + 2;).
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Exercice 4 : Réflexion et transmission sur une discontinuité
Impédance d’une corde
Réflexion sur une interface dans le cas de la corde

On considére une corde trés longue, composée de deux trongons sans raideur, 1’un de masse linéique pi, ’autre de
masse linéique |2, reliés en x = 0. La jonction entre les deux trongons n’engendre aucune raideur en x = 0.
L’ensemble de la corde est tendu par une force de module Ty,.

La jonction entre les deux trongons constitue une interface entre deux milieux, cela engendre naturellement une onde
réfléchie et une onde transmise.

1. Par analogie avec les ondes sonores dans les fluides, proposer une expression de I’impédance d’une corde.
On rappelle que les deux champs couplés sont vy, (x, t) et T, (x, t) sachant que :

dy
vy, (x,t) = Bt (x, t)
T, (x,t) = Toa(x,t)
2. Exprimer les conditions a la limite sur y(x, t) et a(x, t) = g—z (x,t)enx =0.

3. En déduire les expressions des coefficients de réflexion et transmission p et T a ’interface en x = 0, pour le champ

y(x, 0).
4. Discuter physiquement des résultats, et faire 1’analogie avec le cas des ondes sonores.

Réponses : p = ( Vi1 - i) (Mu+ L) ; 7= 1+p.

Exercice 5 : Pavillon exponentiel, adaptation d’impédance (E3A PSI 2011)
Interface due a un changement de section dans un tuyau sonore
Cornet congu comme un adaptateur d’impédance

On admet v(x, t) = % (x, t)e, ol u(x, t) est le déplacement de la paroi d’une particule de fluide (située en x au repos)
D/ TUYAU SONORE : INFLUENCES DES FLUIDES ET D'UN RACCORDEMENT

Une conduite est constituée de deux tubes cylindriques de sections respectives Sy et S,
de méme axe x'x et séparés par le plan x = 0. Deux fluides non miscibles se répartissent de
part et d’autre de ce plan (figure 2).

» x <0 :lefluide 1 estde masse volumique y, ; le son s’y propage a la célérité C, ;
» x>0 :lefluide 2 est de masse volumique u, ; le son s’y propage & la célérité C,.

Za

Zas

Figure 2

Les impédances acoustiques Z,, et Z,, des tubes de sections respectives S; et S, sont
lites aux impédances caractéristiques Z, et Z, des milieux par les relations :

Zazzﬁ-z-g?-:é— pour x >0 avec a =2,

pour x <0
S2 2 a2

C, Z
Z,, = Ml 4y
S5

Une onde de pression plane progressive harmonique incidente p; (x,t) se propage dans

le milieu 1 selon le sens des x croissants. La discontinuité de l'impédance au niveau du
raccordement donne naissanceen x =0 a:

» une onde de pression transmise dans le milieu 2, p, (0,t) dont la puissance est 7,
» une onde de pression réfléchie dans le milieu 1, p, (0,t) dont la puissance est 7.



A=

Les pressions acoustiques incidente, transmise et réfléchie s’expriment par :

pi (x,t)=P,, cos{w[t—éﬂ p; (x,t) =P, cos[m[tnéﬂ pr(x,t)=P,, COS{M[HC%H

La puissance moyenne (;E,) est associée a l'onde incidente. Les coefficients de

réflexion R et de transmission T en puissance sont définis par les valeurs absolues des
rapports des puissances moyennes transportées :
(1)

()
)

(#)

D1. Montrer que le déplacement incident, correspondant a p; (x,t), s’écrit sous la forme :

R= et T=

1

U, (x,t)=U, cos{m[t—%}—ﬂ. Exprimer U,,, en fonctionde P, o, C, et p,.

D2. Donner les puissances moyennes transportées (#), (-#2) et (%) en fonction de P,,,
P, Pm €t des impédances acoustiques des tubes, notées Z,;, et Z,.

D3. Enoncer, en les justifiant, les conditions de passage de I'onde a linterface des deux
fluides. En déduire deux équations reliant P,,,, P,,,, P €t .

D4. Déterminer, en fonction de «, les coefficients de réflexion et de transmission en

amplitude de pression: 1p :M ett :PL(-O’—D.

PO T p (Ot

D5. Exprimer les coefficients de réflexion R et de transmission T en puissance a travers
l'interface en fonction du seul coefficient o.
Quelle relation existe-t-il entre R et T ? Que traduit-elle ?

Influence des deux milieux pour une conduite de section constante : S; =S; =S,
La discontinuité de I'impédance au niveau du raccordement est liée a la différence de
nature entre les deux fluides.

D6. Le milieu 2 est I'air, d'impédance caractéristique Z,, et le milieu 1 l'intérieur du corps

humain dont les constituants sont caractérisés par une impédance caractéristique
Zeoms1 > Zain - Evaluer rp et tp, puis T et R. Commenter.

Calculer latténuation en décibel T, =10log(T), correspondant au coefficient de

transmission T=1,7.10"%. Pourquoi le médecin utilise-t-il un stéthoscope pour écouter
les battements cardiaques ou les murmures respiratoires ? Donnée : log 17 ~1,2.

Influence du raccordement des deux conduites pour un fluide unique : @ =S, /S,

Un fluide de masse volumique au repos L, dans lequel le son se propage a la célérité C
occupe la conduite constituée des deux tubes de sections différentes S; et S,. La discontinuité
de I'impédance au niveau du raccordement est représentée par le changement de section.

D7. Tracer l'allure de la fonction R(a). Pour quelle valeur de o, y a-t-il adaptation de

I'impédance ? Commenter les cas limites : S, « S, et §, > S, .

E / PAVILLON EXPONENTIEL ET ADAPTATION DE L’IMPEDANCE

Un pavillon acoustique rigide de longueur L, d’axe de révolution Ox et de section
circulaire S(x) (fiqure 3) contient un fluide au repos de pression P,, de masse volumique u, et
de coefficient de compressibilité isentropique ys constant. Les effets de pesanteur sont

néegligés.
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Le pavillon acoustique est intercalé dans le raccordement de deux conduites de

sections S(0) et S(L) comme l'indique la fiqure 4 ci-dessous :

\ 4

Figure 4
E10. Déterminer, pour © >10 o, le coefficient de transmission T, =_—_<<‘ﬁa“5fé'ée>>
7 Incidente

m
-
-

puissances acoustiques incidente a I'entrée et transférée a la sortie du pavillon de
longueur L. Que peut-on dire du rapport des intensités sonores transférée et incidente

I transférée Commenter
I incidente

Comparer T, au coefficient de transmission en puissance T de la conduite en
'absence de pavillon (situation considérée aux questions D5. et D7.) en exprimant le

pav

T, . .
rapport - en fonction de a. Préciser la valeur numérique de ce rapport pour a=9.

Commenter en précisant le gain en décibel obtenu par le pavillon intercalé.
Donnée : log36 ~ 1,56.

1 &p(xt)  a%p(x.t) _ dInS(x) dp(x,t)
C® a2 e  dx o ox

La section circulaire du pavillon varie selon la loi : S(x) = S(0) e avec a>0.

Sachant que I'onde sonore se propage a la célérité C, écrire I'équation de propagation
précédente en fonction de C, a et de dérivées spatiales et temporelles de p(x, ).

L’onde sonore est considérée plane progressive harmonique, de la forme :
p(x,t)= Py exp| j(ot -kx)].
Le nombre d’onde k est, a priori, complexe : k =k'— jk", k’ et k” étant réels.
Mettre en évidence dans I'expression de p(xt) les termes d’amortissement et de
propagation.
Etablir la relation de dispersion reliant k, o, a et C.

Montrer que le pavillon se comporte comme un filtre passe-haut ; préciser sa pulsation
de coupure oc en fonction de a et C.

Exprimer la fréquence de coupure fc en fonction de C, L, S(0) et S(L).

La fréquence de coupure du pavillon acoustique est fo =150 Hz .

L'onde sonore progressive se propage suivant x > 0. Déterminer le réel k' en fonction
de C, wc et o, ainsi que le réel k” en fonction uniquement de a.

Déterminer la puissance moyenne transférée par I'onde sonore a travers la surface S(x)
perpendiculaire a sa direction de propagation, en fonction de Pm, po, C, S(0), o et oc.
Commenter.

relatif aux



Exercice 6 : Intérét du chevalet pour coupler une corde a une table d’harmonie (Centrale PSI 2013)
Se confronter a un sujet de niveau plus élevé, plus éloigné du programme

II Couplage entre une corde de piano et la table d’harmonie: le
role du chevalet

On revient ici & une corde sans raideur.

Une corde vibrante est un « radiateur » acoustique tres peu efficace. Si I'on veut produire du son efficacement,
il faut utiliser une structure de bien plus grande taille : il s’agit de la table d’harmonie, mince planche d’épicéa,
qui par ses vibrations, rayonne du son dans l'espace environnant. On s’intéresse a la maniéere dont la corde
vibrante peut transférer une partie de son énergie a la table d’harmonie par I'intermédiaire d’une piece de bois
collée sur la table : le chevalet.

II.A — Impédance caractéristique d’une corde vibrante

II.A.1) On considere une onde progressive sinusoidale se propageant vers les = croissants le long de la corde
sans raideur étudiée dans la partie I.A. On conserve les notations de la partie I. Montrer que pour cette
onde progressive, le rapport Ty (x,t)/vy(x,t) est constant et prend la valeur —pc. On appelle « impédance
caractéristique » de la corde la grandeur Z¢ = pc. Quelle est la dimension de Z¢ 7

II.A.2) Que devient ce rapport si I'onde progressive sinusoidale se propage vers les = décroissants 7

II.B - Couplage corde-chevalet

La « partie utile » (ou longueur vibrante) de la corde est tendue entre Uextrémité gauche (en @ = 0) on I'agrafe
la maintient immobile : y(0,¢) = 0, et Pextrémité droite (en © = L) ot elle repose sur le chevalet.

agrafe (x = 0) corde
w\ |
.

N

martean table d’harmonie chevalet (x = L)

Figure 1

II.B.1) On propose de modéliser 'extrémité droite de la corde (située en « = L) par la condition aux limites
Ty(L,t)/vy(L,t) = —R, oit R est une constante positive caractérisant le couplage corde-chevalet. Cette constante
R se nomme I'impédance mécanique de ’ensemble chevalet-table d’harmonie. Pourquoi ce modeéle est-il pertinent
selon vous 7 De quel phénomene rend-il compte 7 On se contentera d'une réponse qualitative.

II.B.2) On cherche des solutions en ondes stationnaires de la forme y(x,t) = f(x) exp(st) ol s est un nombre
complexe. Montrer que f(x) = Asinh(sz/c) et que tanh(sL/c) = —1/r ot l'on a posé r = R/Z. Ce dernier

résultat peut se récrire
ox 2Ls\  r—1
P c 41
I1.B.3) s étant complexe, on pose s = @ + jw, ol @ et w sont des réels et j2 = —1. Dans le cas olt r > 1, qui

correspond au cas du piano, calculer les valeurs possibles de w ; commenter. Calculer également « en fonction
de ¢, L et r ; commenter.

forme que I'on adopte dorénavant.

II.B.4) Montrer que la solution précédente tenant compte du couplage avec le chevalet est de la forme y(w,t) =
exp(at) (exp(aw/c)F(t+x/c)—exp(—ax/c)F (t-r/c)). Qu'en dites-vous ? Est-ce toujours une onde stationnaire ?

II.B.5) L’expérience quotidienne du pianiste montre qu'une note peut persister plusienurs secondes dans 'ex-
tréme grave, tandis que dans I'extréme aigu, le son ne persiste qu’'une fraction de seconde. Les calculs menés
ci-dessus sont-ils en accord avec 'expérience ? Quel(s) raffinement(s) pourrait-on apporter au modeéle ?



